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Vorwort

Dieses Skript ist im Zusammenhang mit meiner Ubungsstunde vom Herbst-
semester 2020 bei Prof. Helmut Bolcskei entstanden und ist weitgehend eine
Zusammenfassung von seinem Skript. Es soll dem/der Leser*in als Vorberei-
tungshilfe fiir die Priifung dienen, jedoch ist das lesen dieses Skriptes alleine
sicher nicht geniigend um die Priifung zu bestehen! Ich kann keine Garantie
auf Korrektheit und Vollstandigkeit des Skriptes geben. Ich bin froh um jeg-
liche Meldungen von Fehlern oder Unklarheiten direkt an mich unter:
monmiche@student.ethz.ch

Ich hoffe es hilft dem/der Leser*in beim bewdéltigen der Priifung und ich
wiinsche viel Spass beim lesen.



Lineare Algebra

Definition. (Linearer Raum) Ein Linearer Raum iiber C ist eine nichtleeree
Menge X zusammen mit einer wohldefinierten Addition und skalaren Multi-
plikation welche die folgende 8 Eigenschaften erfiillen:

Vi, 29,23 € X und Vo, g € C

1. T1+Tog =29+ T
2. 21+ (29 + 23) = (21 + 22) + 23
3. Es gibt genau ein Nullelement fiir welches gilt: 0 + x1 = x;

4. Es gibt fiir jedes Element x; ein Inverses Element, so dass
T+ (—xl) =0

5. a(fzxy) = (af)x;

6. Es gibt ein Einselement, so dass: 1z = a3
7. a(xy + x2) = axy + axy

8. (a+ p)xy = axy + Py

— In dieser Vorlesung werden wir uns vorallem mit linearen Funktio-
nenrdumen beschéftigen (siehe Definition S.9 im Skript)

— Vergiss nicht die Addition und skalare Multiplikation auf Wohldefi-
niertheit zu iiberpriifen!

Definition. (Linearer Unterraum) Ein Linearer Unterraum X von X ist
definiert durch:

1. $1+I2€X \V/.T17IQEX
2. ax e X Va € C,Vr e X

Definition. (Linear Unabhingig) Eine Menge Vektoren ey, ..., e) heisst
linear unabhéngig, wenn 224:1 crer = 0 flir ¢q,...,cpy € C impliziert, dass
CkIOVk:L...,M.

Definition. (Basis) Eine Menge {e;},, e, € CM nennt man eine Basis fiir
CM, wenn:

1. span{ek}fc\il = {cie1 + cea + ...+ epenler, co, .. e € CH=CM

2. {ex}L, sind linear unabhéngig



Wichtige Sitze zu Basen

e X hat Dimension M, wenn es eine linear unabhéngige Teilmenge mit
M Elementen gibt und alle Teilmengen mit M+1 Elementen linear
abhéngig sind. Wenn kein solches M existiert ist X unendlich Dimen-
sional.

e Die Kardinalitdt aller Basen eines linearen Raumes ist gleich.

e Die Kardinalitét einer Basis ist gleich der Dimension des Raumes.

Definition. (Norm) Eine Norm auf einem linearen Raum ist definiert durch

L |jz|| >0 (Positivitét)

2. ||z + zal| < |lza|] + ||z2l| (Dreiecksungleichung)
3. |laz|| = |af - ||x]] (Homogenitéit)

4. ||z|] =0 wenn z =0 (Definitheit)

Cauchy-Schwarz Ungleichung

Wenn u,v Elemente eines Vektorraums gilt
| <w,v > < |lul]-[]v]]
wobei ||u|| die induzierte Norm ist.

— Gleichheit gilt nur, wenn u,v linear abhiingig sind.
— Oft niitzlich um Eigenschaft 2 von Normen zu zeigen.

Definition. (Inneres Produkt) Ein inneres Produkt ist eine Abbildung ge-
geben durch (-,-) : X x X +— C welche folgende Eigenschaften erfiillt:

L. (z+y,z) = (z,2) + (y,2) Additivitét)

2. Homogenitét)

konjugierte Symmetrie)
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4. Definitheit)

Definition. (Induzierte Norm) Die Induzierte Norm ist definiert durch
lz]] = V/{z, )
— x,y sind orthogonal, wenn (z,y) = 0

Definition. (Pythagoras)
2+ yl1* = [lzl* + [ly]*
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Tricks

e Die Inverse einer 222 Matrix T = (Z Z) lasst sich schnell berechnen

durch: | ; )
T = -
(e )

e Eine Matrix ist orthogonal, wenn Q7 = Q!

Hilbertraume

Definition. (Hilbertraum) Ein Hilbertraum ist ein linearer Raum, der mit
einem inneren Produkt ausgestattet ist und vollstindig beziiglich der indu-
zierten Norm ist.

Definition. (Vollstandiges Orthonormalsystem) Ein Vollsténdiges Ortho-
normalsystem oder eine Orthonormalbasis ist eine Familie von Vektoren,
welche einen Raum komplett aufspannen und alle orthonormal zu einan-
der sind (d.h. orthogonal und normiert). In einem Hilbertraum X miissen
{e;}2_ ., folgende 2 Eigenschaften erfiillen:

1 1=V
1. <6l, 61/> = fir I,I' € Z
0 sonst

2. Fiir jedes x € X gilt [|z]* =2 [ {(z,e)]?

— Orthonormalbasen sind normerhaltend

L? - Ein wichtiger Spezialfall

Der L? Raum oder auch Lebesque-Raum ist der Raum der 2-fach integrier-
baren Funktionen und ein Spezialfall von einem Hilbertraum

L = {w 'R — C‘ /_OO lz(t)|?dt < oo}

Die Norm von L? ist definiert durch

el = ([ totoar) ™

o0

und das Skalarprodukt durch
(21, 2) = / 21 (D)2 (1) dt

— L? ist ein unendlich-dimensionaler linearer Raum (siehe Beweis S.20
im Skript)
— weitere Hilbert-Beispielrdume findest du auf Seite 14 im Skript
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Systeme und Systemeigenschaften

Definition. (System) Ein System H ist eine Abbildung, die einem Eingangs-
signal x ein Ausgangssignal y zuordnet. Wir schreiben y = Hzx.

Definition. (Linearitéit) Ein System ist linear, wenn Vz, 21,29 € X,Va € C
1. Hlax) = aHz (Homogenitét)
2. H(ZEl + l’g) = Hl‘l + Hl’g (Add1t1v1tat)

Definition. (Nullraum) A(H) von einem linearen System H : X — Y ist
eine Teilmenge (d.h. ein linearer Unterraum) von X gegeben durch

NH)={re X : Hr =0}

Definition. (Bildraum) R(H) von einem linearen System H : X +— Y ist
die Teilmenge von Y definiert durch

R(H)={y=Hz:z€ X}

Theorem. (Stetige Systeme) Das System H ist linear und stetig, dann und

nur dann, wenn
o0 o0
i=1 i=1

fiir jede konvergente Reihe )", a;z;.

Das Inverse System

Definition. (Inverses System) Ein Inverse System H : X +— Y ist invertier-
bar, wenn es ein System G : Y +— X gibt, so dass:

GH =1,

HG =1,
wobei I, und I, die Identitétsabbildungen auf X bzw. Y ist. Dann bezeichnet

man G als das zu H gehorige inverse System, man schreibt H—! = G.

— Wenn ein System invertierbar ist, dann ist seine Inverse eindeutig
(Beweis S. 20 im Skript)
— Die Inverse eines linearen Systems ist linear (Beweis S. 20 im Skript)



Darstellung linearer Systeme iiber Matrizen

Seien By = {x1,29,...,2,} und By = {y1, Y2, ..., ym } Basen fiir zwei endlich
dimensionale Rdume X bzw. Y, so kann man ein Eingangssignal z € X und
das zugehorige Ausgangssignal y = Hx € Y eindeutig darstellen als

T =T+ aexs + -+ ayr, Vo, € C

y =01+ Baya + 4 Butym VB €C
Man kann das System H folgendermassen als Matrix darstellen:

B ti1 tipz ... tip Q1

B B tor  toa ... top Q9

ﬁm tml tm2 e tmn Oy
H

Wir sagen, dass die m x n Matrix H das System H in den Basen By und B,
darstellt.

Eigenschaften zeitkontinuierlicher linearer Systeme

1. Zeitinvariantes System:
HTl,x =T, Hx Vre X, 7R
und mit (7,x)(t) = z(t — 1)
— Wir nennen ein System zeitinvariant, wenn eine zeitliche Verschie-

bung am Eingang zu einer ebenso grossen zeitlichen Verschiebung am
Ausgang fiihrt.

2. Kausales System: Vzi, 2o € X,VI' € R :
x1(t) = 29(t) = (Hx)(t) = (Haxo)(t) VELST

— Alle physikalisch realisierbaren Systeme sind kausale Systeme, das
bedeutet, dass der Ausgangswert eines Systems nur von den aktu-
ellen und den vergangenen Eingangswerten abhéngt, aber nicht von
zukiinftigen Eingangswerten. Anschaulich ausgedriickt erfolgt eine Wir-
kung frithestens zum Zeitpunkt der Ursache, aber nicht friiher.

3. Gedichtnisloses System: Wenn Vx € X und Vi, € R das Ausgangs-
signal (Hz)(t) zum Zeitpunkt ¢, nur von z(¢y) abhéngt, nennt man das
System gedéachtnislos.

— Systeme mit Gedéchtnis kénnen vergangene Werte des Eingangssi-
gnals speichern.

4. BIBO-Stabiles System: Wenn Vz € X mit |z(f)| < B, < oo Vit ein
B, € R mit B, < oo existiert, so dass |y(t)| < B, Vt, wobei y = Hz.

— BIBO Stabil heisst nichts anderes, als dass jedes beschréinkte Ein-
gangssignal ein beschrinktes Ausgangssignal hat.
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LTI-Systeme

Ein LTI(=linear time-invariant) System H ist ein lineares, stetiges und zei-
tinvariantes System. Fiir eine Basis By = {xy,z,...} fir X gilt, dass die
Antwort von H auf ein beliebiges Eingangssignal x € X vollstandig durch
{Hxy,Hz,, ...} charakterisiert ist.

Bisher haben wir fiir allgemeine Systeme H die Eingangs-Ausgangsbeziehung
durch Angabe der Zuordnung x — y iiber eine “Tabelle” angegeben. Doch fiir
LTT Systeme gibt es eine einfachere Art diese Eingangs-Ausgangsbeziehung
zu beschreiben:

Definition. (Impulsantwort):Ein LTI-System antwortet auf ein Eingangssi-
gnal z(t) mit dem Ausgangssignal

y(t) = /00 x(T)h(t — T)dT

[e.e]

wobel

h(t) = (Ho)(t)
die Impulsantwort des Systems ist.

— Wir erkennen, dass das Ausgangssignal also durch eine Faltung gege-
benist: y =z x h
Eigenschaften

1. Wenn ein System in der Form y(t) = [*_h(r)z(t — 7)dr dargestellt
werden kann ist es ein LTI-System (Wichtig: Die Umkehrung dieser
Aussage gilt nicht, also nicht jedes LTI-System lésst sich in der obigen
Form darstellen)

2. Gedéchtnislosigkeit: Jede Impulsantwort eines LTI-Systems ist
gedéchtnislos, da sie linear ist.

3. Kausalitdt: Ein LTI-System ist Kausal dann und nur dann, wenn
h(t)=0 fir Vi<O
— Herleitung auf Seite 32 im Skript.

4. BIBO-Stabilitét: Ein LTI-System ist BIBO-Stabil wenn h(t) € L' (L!
= Raum der absolut integrierbaren Funktionen). In anderen Worten:

/Z Ih(7)|dr < oo



Die Faltung
Definition. (p-Norm) Die p-Norm || - ||, ist definiert als

el = ([ Joteyeae) ™

oo

— Die Faltung kann man sich als Uberlagerung von gewichteten Echos des
Eingangssignals vorstellen (die Gewichte sind dabei gegeben durch die Im-
pulsantowrt am jeweiligen Punkt): y(t) = > x(t —t;)h(1;)
j

Eigenschaften
Fiir a, 8 € C und existierende Faltungsintegrale gilt

1. kommutativ: 1 * x5 = T9 * 21

2. assoziativ: (x1 * x9) * x3 = x1 * (T * T3)

3. distributiv: x1 * (g + x3) = 1 * x9 + X1 * T3

4. linear in beiden Argumenten:

x1 % (axg + Br3) = oy * x2) + B2y * 23)

(o + Ba3) * 11 = a(wg *x 1) + f(x3 * x1)
An dieser Stelle findest du einen kleine Zusammenfassung von Kapi-
tel 6, natiirlich ist im Skript ist die Herleitung und Erkldrung sehr viel

ausfithrlicher! Dieses Kapitel ist nicht priifungsrelevant und dient aussch-
liesslich dem Versténdnis der Rechenregeln fiir das Delta Funktional.

Verallgemeinerte Funktionen

Wir beginnen mit der Herleitung des Begriffes Funktional, dazu betrachten
wir das Beispiel einer Messung. Eine Messung kann nie unendlich genau sein
weil sie eine gewisse Zeit bendtigt, deshalb sind Messergebnisse immer ein
Mittel des Wertes den man eigentlich messen will. Das kann man mathema-
tisch ausdriicken und so schreiben:

b
/ x(t)p(t)dt

Dabei beschreibt ¢(t) die Messvorrichtung welche folgende Eigenschaften
erfiillen soll damit diese Sinnvoll ist:

e ©(t)>0 WVt
e o(t)=0 Vt¢&]a,b



. f; o(t)dt =1  (Eichvorschrift)

Man kann jetzt mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz zeigen, dass

b b
‘/MMMW:ﬂQ/wwﬁ:ﬂ8a<€<b

Die obige Gleichungskette kann man auch auf den Bereich (—oo, 00) erweitern
und so verstehen, dass jedem ¢(t) ein reeller Wert (ndmlich der Wert des
Integrals) zugeordnet wird. Diesen Wert kann man jetzt auch symbolisch
benennen:

awaz/fxw¢wﬁ

o

Wenn wir ¢(t) nochmals etwas anders definieren:
e o(t) : R — R stiickweise stetig

e beliebig oft differenzierbar

e o(t)=0 Vt¢]|a,b

nennen wir es Testfunktion, diese bilden dann sogar einen linearen Raum
D der Raum der Testfunktionen.

— Wir mussten die Definition nochmals leicht anpassen (ohne Eichvor-
schrift und Positivitdt), damit die ¢(t) einen linearen Raum bilden!

Zusammengefasst haben wir nun einen linearen Operator mit Eingangs-
raum D und Ausgangsraum R. Jetzt kénnen wir auch den Begriff Funktional
definieren nédmlich sind Funktionale Operatoren auf einem Funktio-
nenraum, deren Bildbereich die Skalare sind.

Definition. (Verallgemeinerte Funktion) Jedes lineare Funktional auf dem
Testfunktionenraum D heisst eine verallgemeinerte Funktion.
— Die Rechenregeln findet ihr ab Seite 38 im Skript

Die Deltafunktion
Definition. (Deltafunktional und Deltafunktion) Das Deltafunktional wird

definiert durch
0= [ sttt =)

Wir verwenden das Symbol §(¢) fiir die “Funktion”, die dieses Funktional
erzeugt (auch wenn diese als herkémmliche Funktlon nicht existieren kann),
und nennen es die Deltafunktion.

— Die Deltafunktion ist eine Gerade Funktion d.h. §(¢t) = §(—t)



Rechenregeln

o) +Us(0) = 7 (x(t) + 0(1))p(t)dt

d(at +b) = 0t +7)

—_

N

3. [ 0(t — to)p(t)dt = (to)  (Siebeigenschaft)

4. (0% )(t) = ¢(t)
5. Lo(t) = d(t)

dt

Systeme im Frequenzbereich

Zuerst wollen wir die Fouriertransformation herleiten, dazu betrachten wir
ein LTI-System mit dem Eingangssignal

x(t) — €2m'f0t

Das heisst wir betrachten als Eingangssignal verschiedene Schwingungen. Wie
immer rechnen wir dazu mal das Ausgangssignal aus:

y(t) = (x*xh)(t) = /OO x(t — 7)h(T)dT

—00

= / emeO(t_T)h(T)dT

—00

= eszot/ e ImIOTh (1Y dr = a:(t)/ﬁ(fo)x(t)
Wir sehen, dass das LTI-System auf ein harmonisches Eingangssignal der
Frequenz fo mit einem harmonischen Signal der gleichen Frequenz antwortet,
aber zusitzlich noch mit der komplexen Amplitude h(fy). Wir kénnen jetzt
auch aus /ﬁ( f) wieder h(t) gewinnen:

e = [ " emit(f)dy

o0

Die Funktionen e27ift

sind Eigenfunktionen(=FEigenwerte auf dem Funktio-
nenraum) des Systems H mit den zugehorigen Eigenwerten hA(f). Aus dieser

Herleitung kann man nun eine sehr wichtige Eigenschaft zeigen:

Korollar. (Faltung) -
(zx h)(f) = 2(f)A(f)

Dieses Korollar ist extrem niitzlich, da man so die Antwort eines Sy-
stems einfach durch eine Multiplikation im Frequenz Bereich berechnen kann
und dann nur noch zuriick transformieren muss. Ausserdem kann man so



auch kaskadierende Systeme viel einfacher berechnen. Wenn wir zwei Syste-
me Hq, Hy betrachtet die nacheinander angewendet werden und vom Gesamt
System die Impulsantwort formulieren:

—— e~ _——

hiot(f) = ha(f)ha(f)

ha(t)
8(t) —  H, o Hy  ——y(t) = (b1 *he)(t)

Definition. (Die Fouriertransformation) Die Fouriertransformation vom Frquenz-
bereich in den Zeitbereich und andersrum wird so definiert:

o0

2(f) = (Fa)(f) = / £(t)e 2ty

—0o0

£(t) = (F2)(t) = / R

o0

— Die Fouriertransformation ist eine lineare Transformation kann also als
einen linearen Operator F verstanden werden (z(t) sind die Eingangssignale
und Z(f) = (Fz)(f) die Ausgangssignale)

— Die Fouriertransformation (Fz)(f) eines absolut integrierbaren Signals
x(t) ist stetig, und geht fir |[f| — oo gegen Null (Riemann-Lebesgue
Lemma)

Fouriertransformation Verallgemeinerter Funktionen

Wir erinnern uns an die Definition vom Testfunktionenraum D aus dem Ka-
pitel iiber Verallgemeinerte Funktionen, dieser lineare Raum wird jetzt noch
etwas erweitert, damit man die Fouriertransformation beschreiben kann. Der
erweiterte Raum nennt man Testfunktionenraum S und hat die zusétzliche
Eigenschaft:

e Alle Funktionen und deren Ableitungen miissen fiir |u| — oo stérker
als jede Potenz von 1/|u| gegen Null gehen.

Ein Beispiel solch einer Testfunktion wére ¢(u) = e~ fiir a > 0. Die
Notation ¢,(¢) bzw. () bleibt erhalten

o) = [ alteto

Ein Funktional auf § wird als temperierte verallgemeinerte Funktion bezeich-
net. Jetzt konnen wir mit Hilfe der Planscherelschen Identitat die Fouerier-
transformation definieren:
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Definition. (Fouriertransformierte einer verallgemeinerten Funktion) Ist £(y)
eine temperierte verallgemeinerte Funktion, so ist ihre Fouriertransformierte
die temperierte verallgemeinerte Funktion

Fllo)=LU(Fp) 9S8

oder in Integralform
| stwptdi= [ Fwpwda
Die Inverse Fouriertransformation ist analog definiert.

— KEinige Beispiele findet ihr im Skript ab Seite 56

Niitzliche Eigenschaft der Fouriertransformation

Die Fouriertransformation kann man auch mehrmals anwenden, man sieht
dass sie dann zuriick auf das originale Signal fithrt einfach noch mit Minus-
zeichen. das folgende Diagramm verbildlicht dies sehr schon

Das kann niitzlich sein, da man so die Fouriertabelle auf beide Seiten
lesen kann.

Bandbegrenzte Signale

Definition. (Bandbreite) Die Bandbreite des Signals z(t) ist der kleinste
Wert W, fiir den gilt

(x*xhrpw)(t) =2(t) VteR

wobel

sin(2nWt
hrpw(t) = #

Wenn wir das ganze im Frequenzbereich formulieren wird die Definition etwas
intuitiver:

B(f)hrew(f) =3(f) VfeR

11



1
f
-W w
und
~ 1, <W
hrpw(f) = { 17
0 sonst

— Intuitiv ist die Bandbreite eines Signals die Breite vom Spektrum des
Singals (Abstand zwischen Punkten wo (W) = 0 ist)

Das Abtasttheorem

Wir haben uns bis jetzt schon sehr intensiv mit Signalen auseinandergesetzt,
im néchsten Schritt wollen wir uns fragen, wie wir diese Signale in digitaler
Form darstellen kénnen, um damit auf dem Computer rechnen zu kénnen. In
diesem Kapitel beschiftigen wir uns damit ein analoges Signal in ein digitales
Signal iiberzufiithren. Das heisst ja nichts anderes als von einem Zeitkontinu-
ierlichen zu einem Zeitdiskreten Signal zu wechseln. Dabei ist natiirlich die
wichtigste Frage wie gut das digitale Signal dem analogen Signal entspricht.
Wir wiirden das originale Signal am liebsten unveréndert verarbeiten, aber
durch die Quantisierung ergibt sich natiirlich immer ein Fehler. Das Abtast-
theorem gibt uns die Antwort darauf unter welchen Umsténden der Fehler
geniigend klein ist, damit man aus dem digitalen Signal das analoge Signal
wieder zuriickgewinnen kann.

zo(nT) := z[n]

xa(t) Jqﬂl' Q() DSV D/A " ga(t) ~ ya(t)
Zaq(t) zq(nT) Q(za(nT))
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Theorem. (Das Abtasttheorem) Ein Signal mit der Bandbreite f, kann aus
seinen Abtastwerten, genommen mit einer Rate von f; > 2f,, eindeutig
rekonstruiert werden.

moglich ist

— Die kritische Rate f; = 2f, wird als Nyquistrate bezeichnet
— Uberabtastung mit fs; > 2f, garantiert, dass perfekte Rekonstruktion

Wir unterscheiden dabei drei Arten abzutasten:

(F(z - 67))(f)
1. Unterabtastung fs < 2f,:

f
(F(z - 0r))(f)
2. Kritische Abtastung fs; = 2f,:
_fg fg f
(F(z - 0r))(f)
3. Uberabtastung f, > 2 fo:

TS

Im Falle von Unterabtastung iiberlappen die Spektren von z(¢) und man

kann dann z(t) nicht mehr zuriickgewinnen, das nennt man Aliasing. Im
Zeitbereich kann man sich das so vorstellen:

Abtastzeitpunkte
8 9 10 11 12 13 14
T T T T T T

Signal

L | I | 1
8 9 10 11 12 13 14 15
Zeit in Vielfachen der Periodendauer des Ausgangssignals

Abbildung 1: Verbildlichung des Alias-Effekts. Bild von: [1]

Man sieht auch im Zeitbereich, dass man das Signal nicht mehr eindeutig
bestimmen kann.
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Interpolationsformel

Mit Hilfe des Abtasttheorem kann man auch eine Interpolationsformel fiir
x(t) finden. Interpolation ist eine Art Abschétzung die genutzt werden kann
um neue Datenpunkte aus bestehenden zu finden. Wir haben meistens eine
Anzahlt gemessener Datenpunkte, zum Beispiel vom Abtasten eines Signals,
und wollen eine Funktion finden die dazwischen passt. Wenn wir richtig abge-
tastet haben, wird diese Funktion dann unserer urspriinglichen entsprechen.
Also betrachten wir folgendes System und wollen zuerst einmal die Eingangs-
Ausgangsbeziehung bestimmen.

z(t) -X) | Thia(f) — y(?)

y(t) = ((@-62) * (T hia) ) 1

= 7(( X #kT)3(- — KT) % hia) (1)
T f: 2 (KT)hig(t — kT)

Wenn i;;d( f) eine Rechtecksfunktion ist und das Signal mit kritischer Rate
abgetasted wird ergibt sich

sin(2m fyt)
mt

und

fo=2f, = L=y,

T
2f,
Was dann zu folgendendem Ausgangssignal fiihrt:
- sin(Z(t — kT))
y(t) = ) a(kT)—
2 DT
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Weil wir ja wissen, dass das Abtasttheorem erfiillt ist gilt also auch y(t) =
x(t), das heisst wir haben fiir z(¢) eine Interpolationsformel gefunden

2oty =3 w(kT) sin(

Zeitdiskrete Signale und Systeme

Zeitdiskrete Signale

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass die Abtastung eines Signals zu
einer Periodische Fortsetzung des Spektrums fithrt. Das heisst das Spektrum
besteht nicht mehr nur aus dem einen Bandbegrenzten Z( f) sondern auch aus
Frequenz verschobenen Versionen Z(f — k fs) wobei f, die Abtastfrequenz ist.
Im néchsten Schritt wollen wir eine Beziehung zwischen den Abtastwerten
im Zeitbereich z(kT) und dem periodischen Spektrum 397 Z(f — k)
herstellen (T ist die Abtastperiode). Wir stellen fest, dass wir eine Fourier-
transformationsbeziehung finden kénnen (herleitung im Skript auf Seite 74).

Definition. (Zeitdiskrete Fouriertransformation) Fiir eine Zahlenfolge x4[n]
(=a2(nT))und § =Tf = fi ist die Zeitdiskrete Fouriertransformation wie
folgt definiert

Zeitdiskrete Systeme

Jetzt widmen wir uns zeitdiskreten Systemen, das heisst nichts anderes als,
dass das Eingangs- und Ausgangssignal zeitdiskret ist. Man schreibt dann
x[n] und y[n] (wobei das n fiir ein diskretes t steht).

i)l —  H  ——fn]  y=Ha

—Fiir zeitdiskrete Systeme gelten die gleichen Regeln fiir Linearitét, Zei-
tinvarianz, Kausalitdt und BIBO Stabilitét.
—Ein zeitdiskretes System heisst LTT falls es linear und zeitinvariant ist.
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Definition. (Zeitdiskreter Deltaimpuls)

, n=20

d[n] = {
0, sonst

Definition. (Zeitdiskrete Impulsantwort) Die zeitdiskrete Impulsantwort ist
definiert als

hln] = (Hd)[n]

und beschreibt weiterhin die Eingangs- Ausgangsbeziehung eines zeitdiskreten
LTI Systems

[e.e]

yln) = > alklhln — k] = > hlklzn -

k=—o0 k=—o00

— Ein zeitdiskretes LTI System ist kausal, dann und nur dann, wenn
hin] =0 fir n <0

— Wenn > % |h[n]| < oo ist das zeitdiskrete LTT System BIBO stabil.

n=—0oo

Differenzengleichugnen

Allgemein sind Differenzengleichungen eine rekursive Berechnungsvorschrift
fiir eine diskrete Folge von Werten. Eine wichtige Klasse von zeitdiskreten
LTI-Systemen kann durch Differenzengleichungen der Form

N M
Z agy[n — k] = Z bx[n —m
k=0 m=0

beschrieben werden, wobei x das Eingangssignal und y = Hx das Ausgangs-
signal des Systems bezeichnet. Was das heisst, ist nichts anderes, als dass
man ein diskretes Ausgangssignal y[n]| an beliebiger Stelle durch eine Line-
arkombination von vergangenen y[p] und x[p] mit p < n darstellen kann.
Mathematisch ausgedriickt sieht das so aus:

N M
TORS DL pi
k=1 m—0
Diese Relation konnen wir auch in einem Blockschaltbild darstellen(siehe
Abb. 3), wobei die einzelnen Blocke die Bedeutungen in Abb.2 haben.

Die Frage ist nun, was bringt uns diese Darstellung? Diese Darstellung
ist sehr niitzlich um den Frequenzgang h(f) eines zeitdiskreten Systems zu
finden, denn wir wissen ja, dass im Frequenzbereich folgendes gilt

BN = y(0)

0) = h(0)x(0) <= h(0) = —=

i16) = h(0)3(0) = h(6) = £
und dass eine Zeitverschiebung eines Signales um N im Zeitbereich zu einer
Multiplikation mit e=2™" im Frequenzbereich fiihrt. Somit kann man also

16



z5[n)

z1[n] ——F—— z1[n] + 22[n]  “Addition”

z[n] Hb* az(n) “Multiplikation”
z[n] " z[n—1] “Zeitverzogerung”

Abbildung 2: Bedeutungen der wichtigsten Blécke in Blockschaltbildern

Abbildung 3: Graphische Darstellung der Differenzengleichung

die Dlﬂerenzenglelchung in den Frequenzbereich transformieren und sie dann
in die Form g( 7 bringen welche wiederum h(ﬁ) entspricht. Man kann dann
natiirlich auch die Impulsantwort bestimmen, in dem man wieder zuriick
transformiert.

Allgemeines Vorgehen bei Aufgaben mit Differenzengleichungen
1. Schreibe die Differenzengleichung ausgehend vom Blockschaltbild auf
2. Bestimme die Fouriertransformation der Gleichung

3. Bringe die transformierte Gleichung in die Form %

4. Transformiere /ﬁ(ﬁ) zuriick in den Zeitbereich mit Formel 73. um die
Impulsantwort zu finden

— In der Priifung kann es auch sein, dass sie euch ein ﬁ(@) geben und die
Impulsantwort suchen, dann miisst ihr meistens den Nenner faktorisieren und
eine Partialbruchzerlegung machen.
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Die diskrete Fouriertransformation (DFT)

Die DFT ist die Transformation zwischen zeitdiskreten, endlichen Signa-
len, welche periodisch fortgesetzt wurden, und diskreten, periodischen
Frequenzspektren. Der Unterschied zur Fouriertransformation zeitdiskreter
Signale (DTFT) im vorherigen Kapitel ist, dass diese von zeitdiskreten,
unendlichen Signalen auf kontinuierliche, periodischen Frequenzspek-
tren abbildet. Die beiden Transformationen sind eng verwandt und im Skript
sehen wir wie man aus der DTFT die DFT herleiten kann: Man nimmt an,
dass die Signale, die man betrachtet endliche linge haben, dann kann man
das Spektrum der DTF'T von einer unendlichen summation auf eine endliche
Periode verkiirzen und erhélt daraus die DFT Beziehung. In anderen Wor-
ten: Wenn man das Spektrum der DTFT wéhrend einer Periode so abtastet,
dass man N Abtastwerte erhélt entspricht das der DFT. Die DFT hat im
Gegensatz zur DTFT sehr viele Praktische Anwendungen, zum Beispiel zur
Bestimmung...

1. der in einem abgetasteten Signal hauptséichlich vorkommenden Fre-
quenzen

2. der Amplituden und der zugehorigen Phasenlage zu diesen Frequenzen

3. zur Implementierung digitaler Filter mit grofien Filterlangen.

Definition. (Die DFT) Die diskrete Fouriertransformation (DFT) eines zeit-
diskreten, endlichen Signals ist definiert als

N-1

B[k] =) xln]e >N

n=0

die Riicktransformation als
| N
IE[TL] _ N kz_o /f[k]e%rikn/N

Man kann die Transformation auch als DFT-Matrix F y darstellen, wobei

Wy = e—27ri/N‘
1 1 1 1
I T PP N
EE\[I] = |1 wlzv w?v w%N_l) w[l]
I[N —1] 1 WN-1 2(N-1) (1\/'—1)2 T[N —1]
—_— L LL)N N LL)N —_—
% = x
N

Die Matrix kann verkiirzt auch so geschrieben werden

[Fylin =wh k,n=0,1,...,N—1
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Wichtige Erkenntnisse

e Da die Signale und ihre Spektren periodisch sind gilt: z[n + N| = x[n]
und Z[k + N] = Z[k] fiir alle n, k € Z

e Fy ist bis auf einen Skalierungsfaktor unitéar: F NF% = Nly

e Man kann auch zeigen, dass die DFT eine Entwicklung des Vektors x
in einer orthonormale Basis fiir CV ist (ab Seite 86 im Skript)

Die zyklische Faltung

Wir haben schon gesehen, dass der Fourierraum sehr niitzlich ist um Fal-
tungen zu berechnen, weil eine Faltung im Fouerierraum einem Produkt ent-
spricht. Wenn wir im Spektrum aus einem Produkt versuchen die normale
Faltung herzuleiten (siehe Seite 88 im Skript) sehen wir, dass wir nicht die
gewohnte (lineare) Faltung erhalten. Diese neue Operation nennt man zy-
klische Faltung und kommt davon, dass die Spektren der DFT N-periodisch
sind. Das Resultat der Zyklischen Faltung ist auch wieder N-periodisch, dass
heisst die Summen sind auch nicht mehr unendlich sondern von 0 bis N-1!

X, [n] X, [n]

Lo apn wbs
>

- O a4 N W N
—o
o
—o

—e
——o
———o
-9

—e
———o
—————o
-9

\ A=}

x,[n] X, [n]
: O L X S X S
M 4 & d o o ¢
Xg* X . X1* Xy
n

-
-
—o
EN
——
13
- O o N w b
, ®
EN
[ —
®
————o
®
EN
——
®
—————o

Abbildung 4: Vergleich zwischen der herkémmlichen Faltung (links) und der
Zyklischen Faltung(rechts). Bild von: [2]
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Definition. (Zyklische Faltung) Fiir zwei N-periodische, diskrete Signale
x1[n], xo[n] ist die zyklische Faltung definiert als

yll] = 2—: x1[n]za[l —n] = 2_: x1[ — n|xe[n]

wobei y[n| auch wieder N-periodisch und diskret ist!

Die Zyklische Faltung lédsst sich sehr schoén als Matrix schreiben:

z3[0] z5[0] zo[—1] -+ m[—N +1] z1[0]
z3[1] _ zo[1] z9[0] -+ m[—N+2 z1[1]
23| N — 1] [N — 1] [N —-2] --- 22[0] z [N —1]

Hier soll bemerkt werden, dass die Xy Matrix zirkulant ist d.h. man kann
die Spalten/Reihen zyklisch “durch schieben”, um die néchste Spalte/Reihe
zu erhalten. Des Weiteren entsprechen Terme wie —N + 1 = 1 wegen der
Periodizitat. Wegen dieser Eigenschaften von X, kann man auch eine Eigen-
wertzerlegung mithilfe der DFT finden (Seite 91 im Skript). Dann sind die
Spalten der normalisierten DFT Matrix N~Y/2F# die Eigenvektoren und die
Eigenwerte sind gegeben durch die DF'T der ersten Spalte von Xo.

Fi Fn.
0 [N — 1]

Dies kann man natiirlich auch auf die Impulsantwort iibertragen und ein
System folgendermassen beschreiben

) h[0] 0
y:Hx:NFﬁ Fnyx

0 R[N — 1]

Wenn wir das Spektrum des Ausgangssignals wissen wollen sieht dass
dann so aus
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- h[0]2[0]
S 0 R[]
FNy = NFNFN X =
Iy 0 halN = 1] R[N —1)Z[N — 1]

Der Vorteil der zyklischen Faltung ist, dass man sie mit einem Algorith-
mus(FFT) sehr schnell berechnen kann, jedoch will man in der Anwendung
héufig zwei Signale normalFalten, deshalb miissen wir einen Weg finden, um
das mit der zyklischen Faltung hinzukriegen.

Die lineare Faltung

Die lineare Faltung ist die gewthnliche Faltung mit der wir bisher immer
gerechnet haben.Um im diskreten weiterhin Gebrauch machen zu kénnen
von der linearen Faltung miissen wir sie aus der zyklischen konstruieren.
Das Problem das man beheben muss ist gut ersichtlich in Abb.4, man sieht,
dass wenn die Signale Z1[n| und Zs[n| periodisch sind, man aber eine lineare
Faltung haben will, die Periodischen Kopien in den Weg geraten. Dies werde
ich noch etwas genauer erldutern an einem Beispiel. Betrachten wir zwei
Signale x1[n| und xs[n]:

X,8)

-] ” 1” :II\:

X, n)

SR SR £ SRS I B B W
YRR 7

Wenn die Signale nicht periodisch wéren wiirde die lineare (graphische)
Faltung so aussehen:

y T

L1

Y n

!
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Wenn wir uns nun iiberlegen, wo die Periodischen Signale Null sein miissen
(Zero Padding) damit man das gleiche Bild wie fiir die lineare Faltung erhélt,
bekommt man fiir das Signal xs[n] die Roten Punkte und fiir das Signal x4 [n]
die Orangen:

]
A

! —— n
L1 !

Y n

1~':¢ A1n
L ’

Man kann nun ablesen, dass die 4-periodischen Signale x;[n] und xs[n]
auf 7-Periodische Signale erweitert werden miissen. Man darf nicht vergessen,
dass man immer noch die Zyklische Faltung braucht, um diese lineare Faltung
zu berechnen, dass heisst wir Summieren nur iiber den Periodenbereich [0, 6],
was dem Blauen Rahmen entspricht:

y n)

Ihr findet eine allgemeinere Herleitung und Anleitung hierzu auf S.90.

Wie auch schon im kontinuierlichen Fall kann man auch im diskreten
verschieden abtasten, ndmlich iiberabtasten kritisch abtasten und unterab-
tasten. Wir wollen vor allem die zwei Grenzfélle betrachten, um zu sehen, ob
man das Signal wieder zuriickgewinnen kann.

Uberabtastung

Im Fall von Uberabtastung haben wir eigentlich zu viele Werte abgetastet
d.h. zum Beispiel haben wir M Z[k] Werte und wollen die zugehorigen N
x[n] Werte finden, wobei natiirlich in diesem Fall M > N. Betrachten wir
das in Matrix Schreibweise:

22



~ 1 1 1 1
#(0) S S T
z(1/M) e Wl U0 E8) (1]

. = M M M .
S((M — 1) /M : : : : N_1
2(( )/M) PR IR ] z[N —1]

X - X

FoeCMXND

Das Problem, dass wir 16sen wollen ist eigentlich nur, ob wir eine Inverse
finden konnen fiir ein iiber-bestimmtes Gleichungssystem. Die Antwort dar-
auf ist ja, denn die Spalten der Matrix sind orthogonal, weil wir eine DF'T
Matrix betrachten und es gibt unendlich viele Inversen. Eine solche Inverse ist
die Moore-Penrose Pseudo-Inverse (die Inverse wird Pseudo-Inverse genannt,
weil Inversen per Definition immer quadratisch sein miissen)

FJ = (F/F,)'F,

Mithilfe dieser Inversen kann man die z[n| Werte wieder zuriickgewinnen.

Unterabtastung

Im Fall von Unterabtastung haben wir zu wenige Werte abgetastet und das
urspriingliche Signal x[n] kann nicht mehr eindeutig zuriickgewonnen werden.
In Matrix Schreibweise sieht das so aus:

#(0) D oen e | [ ew
#(1/M) M 2(N-1) z[1]

2
= ]. wM U)M A wM

: : : N1
1 w%‘l wi}M—l) w](é[V—l)(M—l)_ z ]

F,eCMVN[ ]

(M —1)/M)

»)

Dies entspricht dem Problem ein Gleichungssystem mit zu wenigen Glei-
chungen und zu vielen Unbekannten zu haben d.h. M < N
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Die FFT

Die “Fast Fourier Transform” (FFT oder schnelle Fouriertransformation) ist
ein Algorithmus zur Berechnung der DFT mit einer moglichst geringen Lauf-
zeit. Die Laufzeit ist meistens proportional zur Anzahl arithmetischen Ope-
rationen, das Ziel der FFT), ist es also diese Anzahl moglichst klein zu halten.

Definition. (Komplexitit) Die Komplexitét eines Algorithmus ist die An-
zahl komplexer Additionen plus die Anzahl komplexer Multiplikationen.

Definition. (Gross O Notation) Fiir zwei reellwertige Funktionen f und ¢
bedeutet f € O(g), dass f durch g asymptotisch von oben beschrinkt ist.

Theorem. (FFT-Algorithmus von Cooley und Tukey, 1956)

Fiir wy = e ?™/N gegeben, mit N = 2", n € N, ist es moglich z[k],k =
0,1,..., N—1, mit einer Komplexitét von hochstens 4Nloga(N) = O(Nloga(N))
zu berechnen.

— Fiir den Beweis schaue im Skript auf Seite 99 nach.

— Der Algorithmus funktioniert nur, wenn man Signale der Lange N = 2"
hat, wenn das Signal kiirzer ist, fiillt man es einfach mit Nullen auf bis es eine
Potenz von 2 ist (das wird immer noch schneller sein, als die DFT-Matrix
direkt zu multiplizieren)

Der FFT Algorithmus von Cooley und Tukey nutzt die Eigenschaft

2 2mi2 /N 27 /(N /2
Wl = TN 2N

und kann so die DFTs der Liange N auf DFTs der Liange N /2 herunterbrechen,
dieses Verfahren kann man dann logs(2") — 1 mal anwenden bis die DFTs
nur noch Léange 2 haben. Also ist dieser FFT Algorithmus ein Rekurisiver
Algorithmus. Ich kann euch dieses Video (10min) empfehlen, ich finde die
Erklarung dort sehr anschaulich.
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